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Aplica ii ale calculului vectorial în topografie 
 
 

Ovidiu IACOBESCU, Angela PAICU 

 
1. Premize  

 
A a cum este cunoscut din matematic  i mecanic , vectorul poate fi definit 

ca un obiect având direc ie i m rime. Pentru a fi în concordan  cu nota ii 
consacrate i folosite deja (Iacobescu, 2003), un vector va fi desemnat folosind 
s ge i de tipul AM v ,  sau cu caractere îngro ate AB sau v. M rimea 

vectorului, denumit  i „norm ” sau „modul” se va indica prin simbolurile AB  

sau v . Exemple de folosire a vectorilor se întâlnesc în matematic , fizic , 

mecanic , când ace tia reprezint  for e, viteze, accelera ii, câmpuri etc.  
Topografia folose te o serie de elemente de baz  (distan  înclinat , 

orizontal , unghi vertical i orizontal, orientare, suprafa ) având semnifica ia clar 
definit  într-un sistem cartezian de axe. Sistemul propriu, este acela din figura 1, 
unde axa „x” este orientat  spre nordul geografic, axa „y” spre est, iar axa „z” 
indic  în l imile punctelor fa  de nivelul M rii Negre în sistemul „Marea Neagr  
1975”. Vectorii i, j, k, sunt versorii axelor de coordonate, având semnifica ie de 
vectori unitari ( i = j = k = 1) i formând o baz  ortonormal . Urm rind 
nota iile din figura 1 i regulile de scriere a produsului vectorial pentru vectorii 
unitari rezult  un sistem de referin  stâng. 

jxi = k ; kxj = i ; ixk = j ,    (1) 

Figura 1: Sistemul de referin  cartezian i versorii axelor de coordonate 
Figure 1:Cartesian system and unit vectors i, j, k; 
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Dac  în acest sistem de referin  se consider  un punct A (a , ax y, az), se 
define te vectorul de pozi ie rA ca o combina ie între vectorii unitari i, j, k i 
componentele lui rA în baza {i, j, k}. Aceste componente reprezint  proiec iile 
modulului pe direc iile definite de i, j, k, ca în figura 2: 

rA = axi + ayj + azk       (2.a) 
M rimea vectorului rA se scrie: 

222
zyx aaa rA =       (2.b) 

 
Figura 2. Vectorul de pozi ie i  Figura 3. Componentele vectorului AB 
componentele lui     vector AB 
Figure 2. Position vector and its  Figure 3. Cartesian components of AB 
components 

 
Un vector AB în spa iul tridimensional descris, cu A (a , ax y, az) i B (bx, by, 

bz) se poate scrie (figura 3): 
AB = (b )i+ (bx – ax y – ay)j + (bz – az)k ,    (3.a) 

iar m rimea lui este: 
222

zzyyxx abababAB  =    (3.b) 
 
 Lucrarea de fa  î i propune ca, plecând de la aceste rela ii simple i de la 
opera iile cu vectori, s  abordeze rezolvarea unor probleme curente ale topografiei. 
 

2. Problema intersec iei înainte 
 

Intersec ia înainte este procedeul topografic prin care, din punctele 
cunoscute (vechi) i sta ionabile 1 i 2 se determin , cu ajutorul vizelor orientate, 
coordonatele punctului nou I, de regul  nesta ionabil. În problema practic , (Bo , 
1993) elementele cunoscute sunt (figura 4): 

- punctele vechi, din sistemul de sprijin: 1(x1, y ), 2(x1 2, y ), 3(x2 3, 
y ), 4(x , y3 4 4), implicit lungimile i orient rile direc iilor 1-2 i 3-4, 

- unghiurile , , ,  rezultate în teren în urma m sur torilor. 
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Se consider  direc iile orientate ca vectori având punctul de aplica ie în 
punctul vechi, direc ia pe dreapta punct vechi – punct nou i sensul spre punctul 
nou, I, de coordonate necunoscute (x, y). Simplificând, pentru o singur  pereche de 
vize (v1 i v2) se poate scrie: 

vvv 21         (4a) 

jyyixxv

jyyixxv

jyyixxv

)()(

)()(

)()(

222

111

1212

      (4b) 

 Figura 4. Intersec ia înainte 
 Figure 4. Intersection point 
 
 Din produsele scalare între vectorii v , v1 2 i v rezult : 

cos11 vvvv        (5) 

cos22 vvvv       (6) 

 
 Din diferen a (5) – (6) rezult : 

)coscos()( 2121 vvvvvv , 

 
sau, inând cont de rela ia [4a]: 
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coscos 21 vvv       (7) 

 Dac  în triunghiul 1-2-I se aplic  teorema sinusului pentru unghiurile 
m surate  i , rezult : 

sinsin 21 vv        (8) 

 Rezolvarea sistemului de ecua ii format din rela iile (7) i (8) conduce 
succesiv la: 
 

sin
sin

12 vv       (9) 

 

)10(
sin

sin
sin
cossincoscos

sin

sin
cos 11

1

1 vv
v

vv  

 

)sin(
sin

1 vv      (11) 

 

)sin(
sin

2 vv      (12) 

 
 Rela iile (11) i (12) reprezint  solu ia sistemului de ecua ii, inând cont de 
elementele cunoscute: unghiurile ,  i modulul vectorului v : 
 

2
12

2
12 yyxxv      (13) 

 

1v Cu m rimea vectorului  se pot determina coordonatele plane x i y: 

)(sin

)(cos

2111

2111

vyy

vxx
     (14) 

 
 Verificarea calculului se poate face folosind m rimea unghiului  i a 
vectorului 2v , determinarea fiind la limit : 
 

)(sin

)(cos

1222

1222

vyy

vxx
     (15)  
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 Pozi ia punctului nou, I, rezult  din media intersec iei a minim 2 perechi de 
vize independente, pentru care calculul se face similar. 
 
 

3. Problema intersec iei înapoi 
 

Intersec ia înapoi este procedeul prin care punctul necunoscut (nou) P(x, y) 
se sta ioneaz  i se determin  unghiurile orizontale spre punctele cunoscute (vechi) 
1, 2, 3 etc. În acest caz, elementele cunoscute sunt (figura 5): 

- punctele vechi, din sistemul de sprijin: 1(x1, y ), 2(x1 2, y ), 3(x2 3, 
y ) etc, implicit lungimile i orient rile direc iilor 1-2, 2-3  i 3-1, 3

- unghiurile , , , rezultate în teren în urma m sur torilor. 

 
Figura 5. Intersec ia înapoi 
Figure 5. Resection point 
 
Vectorii v , v , v1 2 3 sunt orienta i spre punctele noi i au expresiile: 

jyyixxv
jyyixxv
jyyixxv

333

222

111
 ,     (16) 

iar rela iile vectoriale care se pot scrie în triunghiurile formate sunt: 
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cvv
bvv
avv

31

23

12        (17)]  

 Se pot scrie produsele scalare: 

cos

cos

3232

2121

vvvv

vvvv
        (18) 

cos

cos
2

3
2

3
2

2
2

23232

2
2

2
2

2
1

2
12121

yyxxyyxxyyyyxxxx

yyxxyyxxyyyyxxxx  

 Rezolvarea sistemului de ecua ii în x i y care rezult  din dezvoltarea 
produselor este practic dificil . Problema abord rii vectoriale a intersec iei înapoi, 
de i aparent simpl , conduce la sisteme dificil de rezolvat. Rezolv rile încercate nu 
au dus la o solu ie u or de aplicat, a a c  problema r mâne înc  în studiu. 
  

4. Drumuire sprijinit  
 

Drumuirea încadrat  între punctele A, B cunoscute este traseul în care 
laturile A-1, 1-2 etc sunt legate între ele prin elemente m surate în teren: unghiuri 
orizontale i verticale, distan e, diferen e de nivel. 

Dac  se consider  un vector spa ial oarecare ij i vectorii de pozi ie 
corespunz tori capetelor, se poate scrie: 

r  + ij = ri j         (19) 
 
S  consider m (figura 6) c  ij este o distan  m surat  de la punctul „i” dat 

(x , y , zi i i) spre punctul „j” nou, de modul „d”. inând cont de valorile i 
semnifica iile cunoscute pentru orientarea i j i unghiul zenital z, se poate scrie: 

kctgzdjzdizdij
kzjyixr

kzjyixr

jjjj

iiii

)()sinsin()cossin(

 , (20) 

i scalar: 

       (21) 
ctgzdzz

zdyy
zdxx

j

ij

ij

ij

sinsin
cossin

 
 În mod similar, dac  facem referire la drumuirea AB (figura 7), se pot 
calcula coordonatele punctului B  ob inut din aproape în aproape: d
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Figura 6. Vector spa ial i vectori de pozi ie 
Figura 6. Vector in space and position vectors 
 

5

1
5511

5

1
555111

5

1
555111

...

sinsinsinsin...sinsin

cossincossin...cossin

iiABAA
d
B

iiiABAA
d
B

iiiABAA
d
B

d

ctgzdzctgzdctgzdzz

zdxzdzdyy

zdxzdzdxx

B    (22) 

 
Figura 7. Drumuirea încadrat  
Figure 7. Traverse between A and B 
 

 Eroarea comis  se determin  ca diferen  între coordonatele punctului Bd i 
B cunoscut, iar compensarea se face dup  fiecare ax , dac  erorile sunt tolerabile. 
Coordonatele punctelor noi (1, 2, 3…) se ob in dac  în rela ia (asta de mai sus), 
suma se face pentru indicele 1, 2, 3 . . . .a.m.d. 
 Abordarea drumuirii prin calcul vectorial nu conduce la solu ii diferite i 
spectaculoase, dar ofer  o serie de avantaje pentru utilizator: 

- elementele care intervin în calcul se pot, toate, exprima folosind 
calculul vectorial (unghiuri orizontale, verticale, orient ri, distan e 
orizontale i verticale), 
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- inând cont de sensul de parcurs al drumuirii, orientarea 
distan elor este intuitiv  i conduce la o mai bun  în elegere a 
calculelor. Coordonatele relative sunt exprimate, de asemenea, 
simplu i în concordan  cu semnifica ia lor, atât ca m rime, dar 
mai ales ca semn. Acela i lucru se poate sus ine despre vectorul 
eroare i componentele lui pe axele de coordonate. 

 
5. Transcalcul ri topografice 

 
În cazul în care se lucreaz  în sisteme de referin  diferite, transcalcul rile 

servesc la transpunerea punctelor, prin calcul, dintr-un sistem în altul. Problema 
poate avea aspect de transcalculare geodezic , dintr-un sistem de proiec ie în altul 
(din Gauss în Stereografic 70), sau de transcalculare topografic  (cazul considerat 
în lucrarea de fa ), pe distan e scurte, pe care efectul de curbur  a P mântului 
poate fi neglijat. Din punct de vedere vectorial, problema se pune în a scrie 
componentele unui vector dintr-un sistem de referin  în altul, atunci când se 
cunoa te leg tura între originile celor dou  sisteme. 

Se consider  sistemele de referin  carteziene de origine O, cu axele x, y, z 
i versorii i,  j, k i O’(x ) , cu axele x’, y’, z’ i versorii i’, j’, k’. 0, y , z0 0

În cazul cel mai general (figura 8) se poate scrie c  între versori exist  
leg tura: 

kajaiak

kajaiaj

kajaiai

332313
'

322212
'

312111
'

      (23) 

Leg tura între coordonatele sistemului nou i cel vechi se poate scrie: 

'''
'''
'''

3332310

2322210

1312110

zayaxaxz
zayaxayy
zayaxaxx

     (24) 

 
Figura 8 Cazul general al transcalcul rior 
Figure 8 Transcalculations. The general case 
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Solu iile pentru câteva cazuri particulare: 
- când originile sistemelor coincid, este cazul unei rota ii generale de axe 

(figura 9). În acest caz, rela ia de mai sus ine cont c  x = y  = z  = 0, 0 0 0
- când sistemele sunt translate unul fa  de altul în plan orizontal (figura 10), 

rela ia devine: 

'
'

0

0

yyy
xxx

 

- când sistemele sunt translate i rotite în planul orizontal (figura 11) 
se ob in rela iile binecunoscute: 

cos'sin'
sin'cos'

0

0

yxyy
yxxx

 

 
Figura 9. Cazul originii comune Figura 10. Transla ie în plan orizontal 
Figure 9: Case of common origin Figure 10 Translation in horizontal plane 
 

 
Figura 11 Cazul transla iei i rotirii  
Figure 11. Rotation and translation  
 
6. Concluzii 

 
 Calculul vectorial are avantajul c  ofer  unor m rimi o viziune concret , în 
plan sau spa ial , care este folositoare pentru intuirea acestor m rimi. În 
topografie, unde se lucreaz  cu direc ii orientate într-un sistem de axe dat, 
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asimilarea m rimilor prin prisma calcului vectorial poate fi folositoare m car în 
procesul educativ. 
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 Abstract 
 

Applications of vectorial calculus in topography 
 
 All the basis elements may be expressed through vector calculus, obtaining 
scalar relations, known from analytical geometry. In vector calculus, using 
orientated distances (the direction is the same with the crossing way), all the 
elements are better intuited, according to their correct meaning.  
 It is important to remind that we are in a Cartesian three-dimensional space, 
where each point and each direction can be defined with vector’s support. 
 Using vector operations it is possible to make traverse computations, 
resection and intersection points etc.  
 Keywords: vectorial calculus, topography, transcalculation 
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