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Aplicatii ale calculului vectorial Tn topografie
Ovidiu IACOBESCU, Angela PAICU

1. Premize

Asa cum este cunoscut din matematica si mecanica, vectorul poate fi definit
ca un obiect avand directie si marime. Pentru a fi n concordantd cu notatii
consacrate si folosite deja (lacobescu, 2003), un vector va fi desemnat folosind

sageti de tipul AM , v sau cu caractere ingrosate AB sau v. Marimea

~17

vectorului, denumita si ,,norma” sau ,,modul” se va indica prin simbolurile ‘AB‘

sau M Exemple de folosire a vectorilor se intalnesc Th matematica, fizica,

mecanica, cand acestia reprezinta forte, viteze, acceleratii, campuri etc.

Topografia foloseste o serie de elemente de baza (distanta Tnclinata,
orizontala, unghi vertical si orizontal, orientare, suprafata) avand semnificatia clar
definita Tntr-un sistem cartezian de axe. Sistemul propriu, este acela din figura 1,
unde axa ,,X” este orientata spre nordul geografic, axa ,,y” spre est, iar axa ,,z”
indica Tnaltimile punctelor fata de nivelul Marii Negre in sistemul ,,Marea Neagra
1975”. Vectorii i, j, K, sunt versorii axelor de coordonate, avand semnificatie de
vectori unitari (|i|= |j |=|k|= 1) si forménd o baza ortonormala. Urmarind
notatiile din figura 1 si regulile de scriere a produsului vectorial pentru vectorii
unitari rezulta un sistem de referinta stang.

xi=k kxj =i ; IXk = : (1)
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Figura 1: Sistemul de referinta cartezian si versorii axelor de coordonate
Figure 1:Cartesian system and unit vectors i, J, k;
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Daca in acest sistem de referinta se considera un punct A (ay, ay, ), Se
defineste vectorul de pozitie ro ca o combinatie intre vectorii unitari i, j, K si
componentele lui ra Tn baza {i, j, k}. Aceste componente reprezinta proiectiile
modulului pe directiile definite de i, j, Kk, ca in figura 2:

ra=axl +ayj +a,K (2.a)

Marimea vectorului ra se scrie:

| ral=Ja?+a?+a’ (2.b)

e
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Figura 2. Vectorul de pozitie si Figura 3. Componentele vectorului AB
componentele lui vector AB
Figure 2. Position vector and its Figure 3. Cartesian components of AB

components

Un vector AB in spatiul tridimensional descris, cu A (ax, ay, az) si B (by, by,
b,) se poate scrie (figura 3):

iar marimea lui este:
|AB| = (b, -2, ) +(b, ~a,f +(b, -a,) (3.b)

Lucrarea de fata isi propune ca, plecand de la aceste relatii simple si de la
operatiile cu vectori, sa abordeze rezolvarea unor probleme curente ale topografiei.

2. Problema intersectiei Thainte

Intersectia Tnainte este procedeul topografic prin care, din punctele
cunoscute (vechi) si stationabile 1 si 2 se determina, cu ajutorul vizelor orientate,
coordonatele punctului nou 1, de regula nestationabil. Tn problema practica, (Bos,
1993) elementele cunoscute sunt (figura 4):

- punctele vechi, din sistemul de sprijin: 1(X1, Y1), 2(X2, Y2), 3(Xs,

Y1), 4(X4, Ya), implicit lungimile si orientarile directiilor 1-2 si 3-4,

- unghiurile a, B, v, 6 rezultate Tn teren in urma masuratorilor.
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Se considera directiile orientate ca vectori avand punctul de aplicatie in
punctul vechi, directia pe dreapta punct vechi — punct nou si sensul spre punctul
nou, I, de coordonate necunoscute (x, y). Simplificand, pentru o singura pereche de

vize (v1 si V;) Se poate scrie:
V-V, =V
v :(Xz _Xl)i +(y2_y1) J
Vi :(X_Xl)i +(y_y1) J

v, =(X=%,) T +(y-Y,) ]

|
|
]
I
|

4(x4, y4)
U

2(x2, y2)

3(xs3, y3)

v<

Figura 4. Intersectia Thainte
Figure 4. Intersection point

Din produsele scalare intre vectorii vy, v, si Vv rezulta:

v o =[is|]cosa
\Zo\7=— \2\7‘003,8
Din diferenta (5) — (6) rezulta:
(\Z —\Z)oV:‘V‘(\ZCOSa+ vjcos,b’),

sau, tinand cont de relatia [4a]:
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M = |v, |cosa + |V,

cos 3 (7)

Daca in triunghiul 1-2-1 se aplica teorema sinusului pentru unghiurile
masurate a si B, rezulta:

sin 8 (8)

Rezolvarea sistemului de ecuatii format din relatiile (7) si (8) conduce
succesiv la:

v, [sina =V,

—_

Sina

vy, :‘Vl‘ sinﬂ (9)
= v, |sin e
M = |v, |cosa + V_ ne cos B =V, (c03a+sinacés'8)=\/l [MJQO)

sin 8 sin 8 sin g

™ :H sin (11)

T sin(a + B)

—| || Siha

v, Z‘V‘m (12)

Relatiile (11) si (12) reprezinta solutia sistemului de ecuatii, tindnd cont de
elementele cunoscute: unghiurile a, p si modulul vectorului v :

- 2 2
‘V‘:\/(XZ_Xl) +(y, - ¥1) (13)
Cu marimea vectorului VT se pot determina coordonatele plane x si y:

X=X, +|V cos(¢912+a)

(14)

Y=Y, +|V[sin (0, ,+a)

Verificarea calculului se poate face folosind marimea unghiului B si a
vectorului v2 , determinarea fiind la limita:

v, |cos (6, /)
sin (92—1 - ﬂ )

X=X, +

(15)

y=y,+ 72>
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Pozitia punctului nou, I, rezulta din media intersectiei a minim 2 perechi de
vize independente, pentru care calculul se face similar.

3. Problema intersectiei Tnapoi

Intersectia Tnapoi este procedeul prin care punctul necunoscut (nou) P(X, y)
se stationeaza si se determina unghiurile orizontale spre punctele cunoscute (vechi)
1, 2, 3 etc. Tn acest caz, elementele cunoscute sunt (figura 5):

- punctele vechi, din sistemul de sprijin: 1(X1, Y1), 2(X2, Y2), 3(Xs,
y3) etc, implicit lungimile si orientarile directiilor 1-2, 2-3 si 3-1,
- ‘unghiurile a, B, v, rezultate in teren Tn urma masuratorilor.
X

I(xi, y1)
JAN

v

Figura 5. Intersectia tnapoi
Figure 5. Resection point

Vectorii vy, Vo, V3 sunt orientati spre punctele noi si au expresiile:

—_ —_—

vi= (=) +(y-y)i
v, = (=i +y,-y)i (16)

Vy = (%= x)i +(y;-y)]
lar relatiile vectoriale care se pot scrie in triunghiurile formate sunt:
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o ;
v, -V, =b (7]
V-V =C

Se pot scrie produsele scalare:

—_— —

VvV, eV, , |COSx

(18)

_ —

V, eV,

=\, ||V;|COSS

{(xl—xxxz—xu —y)ys =)= 06 =X +(y, =y 6, =X +(y, —y) -cosa
(X, = X)X = X)+(y, = YX¥s = y)=4/(X, —XZ (¥, = y) (= x)? +(y;— y) -cos B

Rezolvarea sistemului de ecuatii in x si y care rezultd din dezvoltarea
produselor este practic dificila. Problema abordzrii vectoriale a intersectiei Thapoi,
desi aparent simpla, conduce la sisteme dificil de rezolvat. Rezolvarile Thcercate nu
au dus la o solutie usor de aplicat, asa ca problema raméne inca in studiu.

4. Drumuire sprijinita

Drumuirea incadrata intre punctele A, B cunoscute este traseul in care
laturile A-1, 1-2 etc sunt legate Tntre ele prin elemente masurate in teren: unghiuri
orizontale si verticale, distante, diferente de nivel.

Daca se considera un vector spatial oarecare ij si vectorii de pozitie
corespunzatori capetelor, se poate scrie:

ri + Ij =T (19)

Sa consideram (figura 6) ca ij este o distanta masurata de la punctul ,,i” dat
(Xi, Vi, zi) spre punctul ,j” nou, de modul ,d”. Tindnd cont de valorile si
semnificatiile cunoscute pentru orientarea 6;jsi unghiul zenital z, se poate scrie:

F=xi ey ez K
?: i +ij+Z kK ’ (20)
Tz(d -Sinz-cosd)i +(d-sinz-sin9)T+(d-ctgz)f
si scalar:
X=X +d-sinz-cos@
J=yYy;=Vy;+d-sinz-sing (21)
z,=2,+d-ctgz

In mod similar, daca facem referire la drumuirea AB (figura 7), se pot
calcula coordonatele punctului By obtinut din aproape in aproape:
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‘A

7o | >
Figura 6. Vector spatial si vectori de pozitie
Figura 6. Vector in space and position vectors

5
Xg =X, + 0 SINZ,€0SO, +...+dgg SiN 75 COSG; =X, + Y_d; sin z; cos,
1

5
By =1 Ve =Ya+0dsinz;sing, +...+dg; sinzgsing, =x, + ) _d;sinz;sing, (22)
1

5
25 =2, +d,Ctgz, +...+ dggCtyz =7, + Y dctgz,
1

Figura 7. Drumuirea incadrata
Figure 7. Traverse between A and B

Eroarea comisa se determina ca diferenta intre coordonatele punctului By si
B cunoscut, iar compensarea se face dupa fiecare axa, daca erorile sunt tolerabile.
Coordonatele punctelor noi (1, 2, 3...) se obtin daca in relatia (asta de mai sus),
suma se face pentru indicele 1, 2, 3. . .s.a.m.d.
Abordarea drumuirii prin calcul vectorial nu conduce la solutii diferite si
spectaculoase, dar ofera o serie de avantaje pentru utilizator:
- elementele care intervin in calcul se pot, toate, exprima folosind
calculul vectorial (unghiuri orizontale, verticale, orientari, distante
orizontale si verticale),
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- tindnd cont de sensul de parcurs al drumuirii, orientarea
distantelor este intuitiva si conduce la o mai buna intelegere a
calculelor. Coordonatele relative sunt exprimate, de asemenea,
simplu si in concordanta cu semnificatia lor, atat ca marime, dar
mai ales ca semn. Acelasi lucru se poate sustine despre vectorul
eroare si componentele lui pe axele de coordonate.

5. Transcalculari topografice

Tn cazul In care se lucreaza in sisteme de referinta diferite, transcalcularile
servesc la transpunerea punctelor, prin calcul, dintr-un sistem in altul. Problema
poate avea aspect de transcalculare geodezica, dintr-un sistem de proiectie in altul
(din Gauss 1n Stereografic 70), sau de transcalculare topografica (cazul considerat
in lucrarea de fata), pe distante scurte, pe care efectul de curbura a Pamantului
poate fi neglijat. Din punct de vedere vectorial, problema se pune in a scrie
componentele unui vector dintr-un sistem de referinta in altul, atunci cand se
cunoaste legatura intre originile celor doua sisteme.

Se considera sistemele de referinta carteziene de origine O, cu axele x, y, z
si versorii i, J, k si O’(Xo, Yo, Zo) , cu axele xX’, y’, 2’ si versorii i’, j°, K.

In cazul cel mai general (figura 8) se poate scrie ca intre versori existi
legatura:

( —>

i =a,i +a,] +a,k
j :a21i +a22j +a23k (23)
kK =a,i +a,,] +a,,k

Legatura intre coordonatele sistemului nou si cel vechi se poate scrie:
X=X,+a, X'+ a, y+ay 7'
Y=Yota X'+ ay;, y'+a32 z (24)
Z=X,+a, X'+ 8, Y +a3, 2

KRR
INEY r.j: 0,20

v

o J
Figura 8 Cazul general al transcalcularior
Figure 8 Transcalculations. The general case
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Solutiile pentru cateva cazuri particulare:

- cand originile sistemelor coincid, este cazul unei rotatii generale de axe
(figura 9). Tn acest caz, relatia de mai sus tine cont ¢a Xo= Yo = Zo = 0,

- cand sistemele sunt translate unul fata de altul in plan orizontal (figura 10),
relatia devine:

{x:x0 +X'
y=Yo+VY
- cand sistemele sunt translate si rotite in planul orizontal (figura 11)
se obtin relatiile binecunoscute:
X=X,+X'CoSa—Yy'sina
y=Y,+X'sina+y'cosa
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Figura 9. Cazul originii comune Figura 10. Translatie in plan orizontal

Figure 9: Case of common origin Figure 10 Translation in horizontal plane
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Figura 11 Cazul translatiei si rotirii
Figure 11. Rotation and translation

6. Concluzii
Calculul vectorial are avantajul ca ofera unor marimi o viziune concreta, in

plan sau spatiala, care este folositoare pentru intuirea acestor marimi. In
topografie, unde se lucreaza cu directii orientate intr-un sistem de axe dat,
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asimilarea marimilor prin prisma calcului vectorial poate fi folositoare macar in
procesul educativ.
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Abstract

Applications of vectorial calculus in topography

All the basis elements may be expressed through vector calculus, obtaining
scalar relations, known from analytical geometry. In vector calculus, using
orientated distances (the direction is the same with the crossing way), all the
elements are better intuited, according to their correct meaning.

It is important to remind that we are in a Cartesian three-dimensional space,
where each point and each direction can be defined with vector’s support.

Using vector operations it is possible to make traverse computations,
resection and intersection points etc.
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